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Loi uniforme

Il s’agit de la loi d’'une variable aléatoire
* qui peut prendre toutes les valeurs possibles dans un intervalle [a, b];

* dont tous les intervalles de méme longueur sont équiprobables.

Fonction de densité :

fo =] 5=a a<x<b
0, sinon.
g = 40 V(X)=M
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Montrez les résultats pour E(X) et V(X).
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Loi uniforme

Fonction de répartition :

F(x) = /x f(s)ds

'f_f;ods, x<a
=1 [lods+ [7 ;L ds, a<x<b

Jlods+ [” s ds+ [*0ds, x>b.

0, x<a
— ] x=a
=1 3=5 a<sx<b

1, x>b.
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Exemple
La puissance de calcul demandée a un processeur lors de I’exécution d’une tache peut

étre n’importe quelle valeur entre 1,5 et 2 GHz, et chaque valeur dans cet intervalle est

équiprobable.
Quelle est la probabilité que la puissance demandée excéde 1,8 GHz?

Quelle est ’espérance de la puissance demandée?
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Loi exponentielle
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Loi exponentielle

Il s’agit d’une loi liée a la loi de Poisson.
* Soit Y, le nombre d’événements dans un intervalle de temps de longueur t.
Quand on dit que les événements surviennent selon un processus de
Poisson, on suppose que Y ~ Poisson(\t).

* Soit X, le temps qui s’écoule entre deux événements.

Alors on peut montrer que X suit une loi exponentielle de taux A, dont la densité
est donnée par

Ae ™ x>0

0, sinon.

fl) = {
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Loi exponentielle

E(X) = [m f(x) dx

0 o)
:/ x0 dx+/ xhe ™™ dx
_—e 0

COX\
(posons y =Ax) =0+ — / yeV dy
A OxA

{[—ye’y]i’f +/0m e’ dy}

(int. par parties) =

>l >
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Loi exponentielle

Pour la variance :

E(X?) = /00 x f(x) dx

(o]

0 0
= / x20 dx +/ x*he ™ dx
—00 0

(par parties 2 fois) = %
2
2 1
V) == (=
~v00 = 55~ (5)
1
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Loi exponentielle

La fonction de répartition :
H) = [ 5 ds
{ [ 20ds, x<0

ffio ds + /Oxke‘7‘S ds, x>0.

0, x<0
a 1—6_“, x > 0.
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Loi exponentielle

Distribution exponentielle — Densité
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Exemple

On suppose que le temps d’attente entre le passage de 2 bateaux sous un pont-levis suit
une loi exponentielle de moyenne 3 heures. Quelle est la probabilité que plus de 6 heures
s’écoulent entre le passage de 2 bateaux?

Quelle est la probabilité que 4 bateaux passent en 15 heures?
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Loi exponentielle

La loi exponentielle est la seule loi continue sans mémoire :
PX>x+setX>5s)

P(X>x+sX>s)= PX S 3)
s

_PX>x+s) 1-Fx(x+s)
© P(X>s)  1—TFx(s)

1—{1—exp(-Mx +s})}  exp(—Mx + s})
1—{1—exp(-As)}  exp(—As)

e—kx—%s—(—?xs) — e—?\x

=1-(1-¢e™)

=P(X > x)
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Exemple

La loi exponentielle est souvent utilisée pour modéliser la durée de vie des ampoules
électriques. On vous dit que la durée de vie d’une certaine ampoule suit une loi
exponentielle de moyenne 1000 heures. On vous dit que cette ampoule fonctionne
toujours apres 500 heures. Quelle est la probabilité qu’elle survivra au moins 1000 autres

heures?
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Loi Gamma

Considérons Yy, ..., Y, des variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées (i.i.d.), telles que Y; ~ exp(A), Vi = 1, ..., n. Alors,

X = ZYi ~ Gamma(n, \).
i=1

Fonction de densité : Si X ~ Gamma(n,A),oun>0et A > 0,

ﬁ()\x)(”‘l)e_“ x>0

K = { 0, sinon.

['(r) est une fonction un peu complexe en général, mais pour un entier n on a
I'(n)=(n—-1)!

Fonction de répartition : N’a pas de forme explicite.
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Loi Gamma

Distribution gamma - Densité

f(x)

“notez que le r sur le graphique représente le n dans la fonction de densité

présentée plus haut
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Loi Gamma

Espérance :

E(X) = E(Y; + - +Y,) = iE(Y,.) - Z 1/\ = n/A

Variance :
VX)) =V, + - +Y,)

= Z V(YD +2 ), ) Cou(Y,Y))

i<j

:;1/7\2+ZZZO:%

i<j
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Lien avec les processus de Poisson

Si les événements surviennent selon un processus de Poisson de taux A, alors on
a que

* le nombre d’événements dans tout intervalle de longueur ¢ est une v.a.
suivant une loi de Poisson de moyenne At;

* le temps qui s’écoule entre deux événements (ou avant un premier
événement) est une v.a. de loi exponentielle de parametre A et donc de
moyenne 1/A;

* le temps qui s’écoule entre n + 1 événements (ou avant un n-éme
événement) est une v.a. qui suit une loi Gamma(n, \).
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En image

21/67



Exemple

Les temps que prend un hacker pour craquer des mots de passe peuvent étre vus comme
des v.a. indépendantes de loi exponentielle de moyenne 15 minutes. Quelles sont la
distribution (loi), la moyenne et la variance du temps qu’il prendra pour craquer les trois

mots de passe qui protégent un certain site?
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Exemple (suite)

Si ce hacker a 20 minutes a sa disposition, quelle est la probabilité qu’il craquera 2 mots
de passe?
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Loi de Weibull
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Loi de Weibull

La loi de Weibull permet de modéliser une situation ou la probabilité d’événement n’est
pas constante dans le temps comme dans le cas de la loi exponentielle. Par exemple, la
probabilité de tomber en panne dans un instant donné ne reste pas constante dans le
temps, mais augmente avec I’age.

Le taux de cette augmentation peut étre controlé par un des paramétres de la loi
(parameétre de forme).
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Loi de Weibull

Si X suit une loi de Weibull(d, B, y) alors

B (x—y\P-1 x=y\P
foo =1 505 ep{- (5"}, x>y
0
On appelle p “paramétre de forme” et § “paramétre d’échelle”.

Siy=0etfp =1, on retrouve la loi exponentielle de moyenne 3!
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Fonction de répartition

En posant u = {(s —y)/3}° dans f_:o f(s) ds, on trouve

0, x <y
s = l—exp{—<%)ﬁ}, x2>y.

L’espérance et la variance de la loi de Weibull ont des formes un peu
compliquées et ne sont pas a I'étude.
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Exemple 1

Les panneaux de verre installés sur un édifice ont des durées de vie (en années)
indépendantes et toutes de loi de Weibull(20, 2, 0). Ces panneaux sont vendus avec une
garantie de 5 ans. Quelle est la probabilité qu’un panneau ne dure pas jusqu’a la fin de

sa garantie?
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Exemple 1 (suite)

S’il en colite 1000$ pour remplacer un panneau qui ne survit pas jusqu’a la fin de
la garantie et que I'on vend 500 tels panneaux, quel est le colt total espéré de la
garantie?
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Exemple 2

On vous dit que la durée de vie de votre iPod (en années) suit une loi de Weibull avec
Bp=30=4ety=0.

Quelle est la probabilité que votre iPod survive au moins 3 autres années (i) s’il est neuf?
(ii) s’il est agé de 2 ans?
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Exemple 2 (suite)

Quelle est la durée de vie médiane de tels iPod (c-a-d le 50éme percentile de la
distribution, c-a-d le moment tel que 50% des iPod durent moins longtemps et 50% des
iPod durent plus longtemps)?
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Loi normale
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Loi normale

La loi normale est probablement la loi de probabilité la plus utilisée dans les
applications de la statistique. Quelques raisons de sa popularité :

* modélise bien la distribution de beaucoup de variables d’intérét

* approxime la loi de plusieurs variables aléatoires de nature complexe
(théoreme central limite)

* mene a des résultats analytiques dans plusieurs problémes d’inférence
statistique
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Loi normale

La loi normale est définie par son espérance et sa variance.

Si X suit une loi normale d’espérance p et de variance o, dénoté X ~ N (p, 6%)

alors

flx) = ! 6_%(%)2, —00 < x < 00,

Vano?
Comme le nom des parametres I'indique, on a alors
E(X) =p
V(X) = ¢*
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Loi normale

109

Distribution normale — Densité

0.6

0.5

Normale(0,1)
Normale(0,2)
Normale(2,2)
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Loi normale

* f(x) >0 pour tout x € R
* lim f(x)=0etlim f(x) =0

* f(p—x) = f(p+ x) pour tout x € R, donc cette densité est symétrique
autour de p

* f(x) atteint son unique maximum en x =
* f(x) a deux points d’inflexion, un en p — ¢ et un en p + o (la deuxiéme

dérivée est nulle)
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Loi normale

Rappel : Si X ~ N (i, 6?) alors

flx) = ! e_%(%)z, —00 < x < 00,

v 2mo?

* 1 1 =12
= 75(711)
F(x) /_m We dt

Donc,

[l n’y a pas de solution analytique a cette intégrale. On doit obtenir ces valeurs a
I’aide de logiciels, comme R ou d’une table.
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Loi normale standard

La loi M'(0,1) est appelée loi normale standard ou encore loi normale centrée
réduite. Cette loi est trés importante, et mérite donc une notation spéciale :

Si Z ~ N'(0,1) alors on dénote
* $(z) la densité de Z

§(z) = (emyee

* ®(z) la fonction de répartition de Z

®(z) n’a toujours pas de forme analytique, mais les livres de statistiques ont
une table des valeurs de ®(z).
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Loi normale standard

Premiére décimale de z

Table Il Les valeurs de la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite*
b(z)=
Deuxiéme décimale de z
z 000 001 002 003 004 005 0.06 0,07 0.08 0.09
00 0.50000 0.50399 0.507 98 051197 0.51595 0.51994 052392 0.52790 0.531 88 0.53586
053983 054379 054776 055172 0.55567 055962 0.563 56 0.56749 057142 057534
057926 0.583 17 0.58706 0.59095 0.59483 0.59871 060257 0.606 42 061026 061409
061791 0621 72 062551 062930 063307 063683 064058 064431 0,648 03 065173
0,655 42 0,639 10 0,662 76 0.666 40 0.670 03 0,673 64 0,677 24 0,680 82 0.684 38 068793
05 069146 0.69497 0.69847 070194 070540 070884 071226 071566 071904 072240
06 072575 072907 073237 073565 073891 074215 074537 074857 075175 075490
07 075803 0761 15 076424 076730 077035 077337 077637 077935 078230 078523
08 0788 14 0,791 03 079389 0796 73 0799 54 0.80234 0,805 10 080785 081057 081327
09 081594 081859 082121 082381 082639 082894 083147 083397 083646 083891
10 084134 084375 084613 0,848 49 0.85083 0853 14 0,855 43 0.85769 085993 0,862 14
11 0.86433 0.866 50 0.868 64 087076 087285 087493 087697 087900 0.88100 088297
12 0,884 93 0,886 86 088877 089065 089251 089435 0,896 16 089796 089973 0.901 47
13 0.90320 0.904 90 0.906 58 0.90824 0,909 88 091149 091308 091465 091621 091773
14 091924 092073 092219 092364 092506 092647 092785 092922 093056 0931 89
15 093319 093448 093574 093699 093822 093943 0940 62 094179 094295 094408
16 094520 0,946 30 094738 094845 0949 50 095053 095154 095254 0953 52 095448
17 095543 0956 37 095728 0958 18 095907 095994 0.96080 0.961 64 096246 096327
18 0.96407 0.96485 0.965 62 0,966 37 0967 11 0.96784 0.968 56 096926 096995 097062
097128 097193 097257 097320 097381 097441 097500 097558 0976 15 097670
097725 097778 097831 0978 82 097932 097982 098030 098077 098124 098169
098214 098257 098300 098341 0,983 82 098422 098461 098500 098537 098574
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Loi normale standard

On suppose que X ~ N'(0,1).
Quelle est la probabilité que X soit plus petit que 1,157

Quelle est la probabilité que X soit plus grand que 1,157
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Loi normale standard

Quelle est la probabilité que X soit entre 0,4 et 2,127

Quelle est la probabilité que X soit plus petit que —1,47?
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Loi normale standard

Quelle est la probabilité que X soit entre —1,3 et 1,987

Quelle est la probabilité que [X| soit plus petit que 2?
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Loi normale standard

On peut aussi lire la table dans l'autre sens, c-a-d trouver les valeurs de x a partir
des probabilités :

Quelle est la valeur c telle que P(X < ¢) = 78%?

Quelle est la valeur c telle que P(X > ¢) = 94,3%?
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Standardisation

Si X ~ N'(p, 6%), et qu’on veut calculer des probabilités pour X, on peut utiliser la

table pour la loi normale standard grace au processus de standardisation :

Fx(x):P(ng):[ J% -

(55)

Pour calculer la valeur de la fonction de répartition en x pour une N'(y, 6%), on peut
simplement calculer la fonction de répartition de la loi normale standard en %, par
exemple a I'aide de la table.
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Standardisation

Un raisonnement similaire permet de montrer que si
X ~ N(p,0%)

alors

y4 ~ N(0,1).

_ X=p
B o

= Seule une table de la loi normale standard est requise!
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Standardisation

Supposons que X ~ N'(i, 6%) et que I'on cherche P(a < X < b).

Alors si Z = (Xf;”), on a que Z ~ N(0,1).
Donc

Q
Q
Q
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Standardisation

Les probléemes impliquant des calculs de probabilités pour la loi normale se
résolvent donc en deux étapes :

1- standardiser la v.a. d’intérét pour obtenir des probabilités impliquant la
N (0. 1);

2- aller chercher les valeurs de ®(-) dans une table

Comme la densité N'(0, 1) est symétrique autour de 0,
®(—x) = 1 — ®(x) pour tout x € R.

Les livres donnent donc généralement les valeurs de ®(x) pour x > 0.
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Exemple 1

La masse (en tonnes) des camions passant sur un viaduc peut étre vue comme une v.a.
normale de moyenne 50 et d’écart-type 10.
(i) Quelle est la probabilité qu’un camion pése plus de 70 tonnes?

(ii) Quelle proportion des camions pése entre 40 et 60 tonnes?
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Exemple 1 (suite)

(iii) Quelle est la masse, disons my, telle que 97,5% des camions ont une masse inférieure
a mq ?

(iv) Quelle est la masse, disons my, telle que 97,5% des camions ont une masse supérieure
a my ?
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Loi normale

Une combinaison linéaire de variables aléatoires normales est aussi une variable
aléatoire normale, peu importe si les v.a. sont indépendantes ou pas — a
condition qu’elles soient conjointement normales (et pas seulement normales
chacune de leur c6té).

On peut calculer sa moyenne et sa variance avec les formules vues
précédemment pour les combinaisons linéaires de variables aléatoires.

Par exemple, si X;, Xy, ..., X, sont des v.a. indépendantes et que X; ~ N (j;, %)

pouri=1,...,n,alors

n n

Y=Xi+Xe++Xo ~ N D Y, 0

i=1 i=1

n n
W =aX; + -+ aX, ~ N (Z ail, Z aiz(yi2 50/67



Exemple 2

Le portefeuille d’actions de votre firme est constitué a 20% d’actions de ABC, 30%
d’actions de EFG et 50% d’actions de WXY. On vous dit que les rendements des trois
titres sont des v.a. normales indépendantes de variance 0,09 et de moyenne 0,12 pour
ABC, 0,15 pour EFG et 0,18 pour WXY. Quelle est la probabilité que le rendement global
de ce portefeuille excede 0,177

(Note : Le rendement global du portefeuille est la combinaison linéaire des rendements
des actions individuelles dont les poids sont les proportions de chaque action dans le
portefeuille.)
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Exemple 2 (suite)
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Un résultat tres (tres) utile

Théoreme.
Soit X;, X,, ..., X, des variables aléatoires de moyenne p < oo,
de variance 6* < o, de loi de probabilité

Alors si n est assez grand (généralement n > 30),

Y = X +..+X, = N(np no?)

— Xi+...+X, 2
% = KatetXe N<p,°_>
n

n

Nous appelons ce théoréme, le théoréme central limite (TCL).

Le seuil n > 30 est indicatif : la vitesse de convergence dépend en réalité de 'asymétrie

de la distribution sous-jacente (une loi trés asymétrique peut nécessiter un n plus grand).
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1) Vous tirez une boule dans
une urne contenant 3 boules
numérotées : 1, 2, 3.

Vrai ou Faux?

La valeur de la boule tirée a la
distribution de probabilité sui-
vante :

0.5

04

03

02

01

0.0 T T T
0 1 2

Valeur de la boule

Probabilité

2) Vous remettez la boule
dans l'urne et tirez une boule
a nouveau.
Vrai ou Faux?
La somme des deux numéros
tirés a la distribution de pro-
babilité suivante :

0.5

04

0.3

02
01

00 — T ! ! T
0o 1 2 3 4

Probabilité

o
@

Valeur de la boule
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Exemple 3

Supposons que les demandes quotidiennes en électricité de 100 usines peuvent étre vues
comme des v.a. indépendantes de moyenne 10 kWh et d’écart-type 5 kWh.

Quelle est la probabilité approximative que la demande quotidienne totale en électricité
de ces 100 usines excéde la capacité de 1100 kWh du réseau qui les alimente?
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Exemple 3 (solution)
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Application : approximation de la loi binomiale

par la loi normale
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Idée générale

Une v.a. binomiale peut étre écrite comme une somme de v.a. indépendantes :

On peut donc approximer sa distribution par une loi normale, pourvu que n soit
assez grand (par exemple, np > 5et n(1—p) >5):
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Exemple

Un étudiant fait une erreur de calcul dans 10% de ses calculs. S’il doit répondre a
un examen qui demande 100 calculs différents, quelle est la probabilité qu’il fasse
plus de 5 erreurs de calcul ?
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Exemple (suite)

Quelle est la probabilité que I’étudiant fasse exactement 5 erreurs?
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Correction pour la continuité

Puisque la loi binomiale est discréte mais que la loi normale est continue, on doit
faire une correction pour la continuité.

Pour calculer P(X = a) on calcule P(a— 0,5 <X < a+0,5):
De méme pour les autres probabilités :

P(X<a)=

PX<a)=

PX>a)=
P(X > a) =
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Exemple (suite) avec correction

Un étudiant fait une erreur de calcul dans 10% de ses calculs. S’il doit répondre a
un examen qui demande 100 calculs différents, quelle est la probabilité qu’il fasse
plus de 5 erreurs de calcul ?
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Réponses des exemples
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Réponses des exemples (1/3)

* Exemple (loi uniforme, puissance du processeur) : P(X > 1,8) = % =0,4; E(X) = 1,75.

* Exemple (loi exponentielle, bateaux) : P(X > 6) = ¢72 =~ 0,1353;
P(4 bateaux en 15 h) = P(Poisson(5) = 4) = e °5%/4! = 0,1755.

* Exemple (loi exponentielle, ampoule) : par I’absence de mémoire,
P(survie > 1000 h de plus) = P(X > 1000) = ¢! ~ 0,3679.

* Exemple (loi Gamma, hacker) : X ~ Gamma(3,1/15); E(X) = 45 minutes; V(X) = 675 minutes®.

* Exemple (suite) (loi Gamma, hacker en 20 minutes) : nombre de mots de passe craqués
~ Poisson(4/3); P(= 2) = e */3(4/3)?/2! = 0,2343.
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Réponses des exemples (2/3)

* Exemple 1 (Weibull, panneaux de verre) : P(dure < 5 ans) = F(5) = 1 — ¢ %%% % 0,0606.
* Exemple 1 (suite) (cout de la garantie) : cout total espéré = 500 x 1000$ x 0,0606 = 30 294$.

* Exemple 2 (Weibull, iPod) : (i) P(X > 3|neuf) = e */¥" = 0,6558; (ii)
P(X > 5|X > 2) = e O/ /e~2/4" = ¢~1828125 1607,

* Exemple 2 (suite) (médiane du iPod) : m tel que (m/4)° = In2 = m = 3,54 ans.

* Exemple 1 (loi normale, camions) : (i) P(X > 70) = 1 — ®(2) = 0,0228; (ii)
P(40 < X < 60) = ®(1) — ®(—1) = 0,6826.
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Réponses des exemples (3/3)

* Exemple 1 (suite) (percentiles des camions) : (iii) m; = 50 + 1,96 x 10 = 69,6; (iv)
my = 50 — 1,96 x 10 = 30,4.

* Exemple 2 (portefeuille) : E(W) = 0,159, V(W) = 0,0342; P(W > 0,17) = P(Z > 0,0595) = 0,476.
* Exemple 3 (TCL, demande des usines) : Y =~ N(1000,2500); P(Y > 1100) = P(Z > 2) = 0,0228.

* Exemple (approximation binomiale, étudiant, sans correction) :
P(X > 5) ~ P(Z > 1,667) = ®(1,667) ~ 0,9522.

* Exemple (suite) (exactement 5 erreurs, sans correction) : P(X = 5) = 0 (ceci illustre le besoin
d’une correction de continuité).

* Exemple (suite) avec correction : P(X > 5) = P(Z > 1,5) = ®(1,5) = 0,9332.
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Bibliographie

Ce document est rédigé avec Beamer ainsi qu’une classe .cls fournie par Jérome
Soucy. Les diapositives sont adaptées des diapositives créées par Anne-Sophie
Charest pour le cours STT-1000 ainsi que celles créées par Thierry Duchesne et
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Pour signaler une erreur dans ce document, veuillez écrire a
I’adresse : julien.miron@mat.ulaval.ca.

67/67


mailto:julien.miron@mat.ulaval.ca

	Loi uniforme
	Loi exponentielle
	Loi Gamma
	Loi de Weibull
	Loi normale
	Application : approximation de la loi binomiale par la loi normale
	Réponses des exemples

